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Аннотация 

Дипломное исследование посвящено статическим асимметричным 

равновесиям в моделях борьбы на истощение. Основное внимание в данной 

работе мы уделяем разбору модели ядерного противостояния двух стран, 

предложенной Barry Nalebuff (1986). Это модель игры между двумя игроками. 

К стратегиям в такой игре относится выбор конкретного момента времени, до 

которого каждый из соперников готов продолжать свое участие в конфликте.  

Целью работы является проверка гипотезы о том, что в такой модели в 

случае асимметричных равновесных стратегий вероятность мира принимает 

большие значения, чем в симметричном равновесии. В ходе исследования, мы 

определяем вид формулы, которая описывает значение этой вероятности. 

Кроме того, выполняется построение графиков ее зависимости от различных 

констант, характеризующих степень асимметричности стратегий. На этих 

графиках можно увидеть, что при приближении равновесий к симметричному 

случаю, вероятность мира уменьшается, что подтверждает нашу гипотезу 

(рассматриваются только два из возможных распределений: равномерное и 

экспоненциальное). Кроме того, для более наглядного представления поведения 

игроков, приводятся также изображения их равновесных стратегий для 

распределений, указанных ранее. 

Abstract 

In Barry Nalebuff’s analysis the most attention has been paid to the subject of 

asymmetric equilibria cases in war of attrition models. It was found that there exists a 

continuum of equilibria. Since that time a number of research works has been 

published which consider special war of attrition model variations and their 

applications in different spheres. In this paper, we present an overview of these 

articles and provide a more extensive description of some asymmetric equilibria 

features, for example, we perform a comparison of equilibria strategies in terms of 

piece probability in the nuclear war deterrence model of Barry Nalebuff (1986). As 

the main result, it appears that in this model asymmetric equilibria cases are more 

beneficial for the players. Beside that we present the visualization of equilibria 

strategies for some probability distribution functions. 
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1. Введение 

Считается, что официально термин «борьба на истощение» был впервые 

определен в работах британского генетика и теоретического биолога-

эволюциониста, имя которого John Maynard Smith (1976). Он был одним из 

первых, кто пытался применять методы теории игр при моделировании 

ситуаций из области биологии, в частности эволюционной биологии и теории 

сигналов.  

Борьба на истощение представляет собой соревнование, в котором 

противники становятся слабее с течением времени. Подобную ситуацию можно 

представить как игру с конечным числом игроков (в этой работе для простоты 

рассматриваются только два игрока, так как это наиболее часто встречаемый в 

жизни случай).  Для соперников задаются функции полезности, убывающие по 

параметру  , где   – характеристика продолжительности соревнования. Каждый 

игрок выбирает конкретный момент времени, до которого он готов сражаться – 

это его стратегия. В случае если к концу соревнования максимальное время  , 

которое мог себе позволить сражаться один из игроков, не достигнуто, он 

получает положительный выигрыш. Значение этого выигрыша определяется 

как разность ожидаемой полезности от победы (с учетом продолжительности 

соревнования) и ожидаемой полезности от поражения.  

Такая модель схожа с моделью аукционов второй цены, где игроки 

решают, какую ставку они готовы сделать, с учетом их предпочтений. Затем 

победитель платит сумму, равную второй по величине ставке. То есть 

получается, что в случае двух игроков победитель платит минимальную из двух 

величин. 

Теперь перейдем к описанию основного объекта исследования, 

рассматриваемого в этой работе. В его роли выступают статические 

асимметричные равновесия в модели военного противостояния, предложенной 

Barry Nalebuff (1986). Наглядным примером применимости этой модели для 

описания ситуаций из жизни является ядерное противостояние США и СССР. 

Однако, несмотря на принадлежность к классу моделей типа войны на 

истощение, эта модель имеет явные отличия. Основное заключается в том, что 

в классическом варианте отсутствует вероятность ненамеренного обострения 

ситуации (здесь война не может начаться без выраженного желания страны-
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агрессора применять ядерное оружие). Но в модели Barry Nalebuff (1986) оба 

игрока могут совершить действия, нерациональные для них. Например, из-за 

слишком сильной напряженности ситуации у кого-то из игроков может 

закончиться терпение, его желание навредить сопернику станет сильнее 

желания извлечь для себя большую выгоду, и он воспользуется ядерным 

оружием, хотя при обычных обстоятельствах никогда бы этого не сделал из-за 

слишком больших издержек для себя. 

Основными целями работы является представление обзора основных 

исследовательских работ по данной теме и исследование статических 

асимметричных равновесий в модели ядерного противостояния на предмет 

наличия определенных свойств. Например, предполагается определить для 

игроков такое асимметричное равновесие, в котором вероятность начала 

ядерной войны будет минимальной, а также представить в наглядном виде 

структуру зависимости типа одного из игроков от типа его соперника в 

равновесном случае. Также в работе будут приведены примеры возможностей 

применения измененной модели борьбы на истощение в биологии. В 

результате, предполагается получить более широкое понимание поведения 

игроков, а также распределения их выигрышей и потерь в конкретных случаях 

реализации асимметричного равновесия, что еще не получило достаточно 

внимания со стороны исследователей. Тем не менее, в настоящий момент эта 

тема представляет собой актуальное и перспективное направление 

исследований. К причинам этого можно отнести существование сфер 

деятельности, в которых возможно практическое применение подобных 

моделей. Например, страны не изолированы друг от друга, поэтому между 

ними периодически могут возникать конфликтные ситуации. Наиболее часто 

можно наблюдать конфликт между двумя отдельно взятыми странами или 

двумя коалициями стран. Этот пример может быть описан как теоретико-

игровая модель противостояния двух соперников с функциями полезности, 

зависящими от продолжительности конфликта, и соответствующими 

стратегиями, то есть с помощью определенной модификации классической 

модели борьбы на истощение. Помимо этой ситуации, можно также 

рассмотреть соперничество двух фирм на рынке за возможность раньше 

конкурента создать изобретение, которое она сможет запатентовать,  или 
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случай выхода фирмы с рынка, на котором рыночная власть описывается как 

дуополия. 

 Существует множество исследовательских работ, посвященных теме 

моделей борьбы на истощение. Среди них можно выделить статьи, в которых 

рассматриваются: классическая модель; модификация классической модели для 

ядерного противостояния двух стран и возможные в нем равновесия. 

(Некоторые теоретические основания и формальное описание моделей будет 

приведено в последующих частях). К таким исследовательским трудам, 

служащим основным источником для этой работы, относится в первую очередь 

статья Barry Nalebuff и John Riley “Asymmetric Equilibria in The War of Attrition” 

(1984). В ней приводится подробное описание классической модели борьбы на 

истощение. Помимо нее в качестве основного источника выступает статья Barry 

Nalebuff “Brinkmanship and Nuclear Deterrence: the Neutrality of Escalation” 

(1986). В ней классическая модель заменяется на теоретико-игровое описание 

поведения стран в случае ядерного конфликта. Также в ней вводится 

вероятность начала войны, зависящая от времени. В итоге, оказывается, что в 

равновесии значения этой вероятности не связаны с действиями участников 

конфликта. 

Работа состоит из пяти частей. Ее структура организована следующим 

образом: В первой секции приводится более подробное теоретическое, а также 

формальное математическое описание моделей, перечисленных ранее. Во 

второй секции представлены результаты, полученные непосредственно в 

процессе написания работы. Третья и четвертая секция оставлена для примеров 

того, где можно применить модификации модели типа борьбы на истощение 

для описания ситуаций типа биологических конфликтов. В пятой части 

представлено заключение. Оно содержит основные выводы и поясняющие 

комментарии к ним, а также некоторые гипотезы (они также содержатся в 

предыдущих двух главах). В самом конце можно найти список 

библиографических источников, которые были использованы при написании 

этой работы и приложения. 
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2. Теоретическая часть 

В работе 1976 года биолог эволюционист Maynard Smith рассматривает 

модель, в которой информация о возможных выигрышах обоих игроков не 

является частной. Это означает, что каждый из них знает, насколько ценной для 

соперника является награда. В такой модели существует континуум 

эволюционных равновесий, являющихся равновесиями по Нэшу. То есть, 

игроки используют такую пару стратегий, при которых ни одному из них не 

выгодно отклоняться в каждый момент времени   при условии, что другой 

продолжает придерживаться старой стратегии.  

Так как выигрыши игроков в модели Maynard Smith являются 

общественным знанием, эволюционное равновесие представляет собой 

равновесие в смешанных стратегиях. В более поздних работах, относящихся к 

теме моделей типа борьбы на истощение, исследователи допускают 

возможность неполной информации, когда игроки знают только свои типы и 

могут только догадываться о том, какой тип имеет их соперник. Основная 

причина для построения подобного расширения модели заключается в ее 

большей близости к моделируемой ситуации. В большинстве случаев 

соперники не способны получить точное представление о степени 

привлекательности выигрыша для противника, однако они могут догадываться 

о ней. Такие прогнозы строятся на основании видимых признаков усталости, 

размере или наличии явно выраженной особой заинтересованности в победе 

(например, награда может изначально находиться во владении какого-либо 

игрока; тогда его соперник догадывается, что хозяин будет прикладывать 

больше усилий, чтобы отстоять свою собственность). Тем не менее, остаются 

ненаблюдаемые характеристики, такие как степень голода, априорная ценность 

выигрыша и другие. 

Следующая работа, которую стоит упомянуть при описании развития 

направления, связанного с моделями борьбы на истощение, - это статья Barry 

Nalebuff и John Riley (1984). Исследователи рассматривают в ней подобного 

рода противостояние между двумя соперниками, где вероятность готовности 

конкурента сдаться в конкретный момент времени   характеризуется 

определенной функцией распределения. В итоге, исследователи приходят к 

заключению, что в такой модели существует континуум асимметричных 



9 
 

равновесных стратегий. Это дает им основания полагать, что асимметричное 

равновесие оказывается достижимым даже в том случае, когда игроки не имеют 

значительных различий. 

В конечном счете, Barry Nalebuff и John Riley описывают следующие 

результаты, которые им удалось получить: Было обнаружено, что в 

асимметричном случае игроки предпочитают придерживаться в значительной 

степени разных стратегий поведения. Если один из них будет действовать более 

агрессивно, можно с достаточной степенью уверенности утверждать, что 

другой выберет более пассивную реакцию. Это означает, что последний с 

большей вероятностью не будет участвовать в конфликте в течение какого-

либо промежутка времени, а сразу выберет стратегию «сдаться». Другой 

доказанный исследователями факт относится к свойствам самих стратегий. Он 

заключается в выполнении требований Maynard Smith на стабильность 

эволюционных равновесий (каждое из равновесий является сильным 

равновесием Нэша). Однако эти условия могут не выполняться для 

экстремальных случаев, когда один из игроков сдается в нулевой момент 

времени, а другой в то же время готов сражаться до бесконечности, независимо 

от действий первого игрока. В таком случае набор равновесных стратегий 

перестает быть устойчивым. 

Модель, рассматриваемая Nalebuff и Riley, применима для описания 

различных ситуаций. Например, с ее помощью можно представить 

противостояние между двумя животными одного вида, сражающимися за 

какой-либо «приз», ценный для обоих из них. Позднее будут рассмотрены 

модификации модели или примеры ее использования для описания ситуаций из 

области биологии (например, для описания типов поведения рыжих белок, 

охраняющих свою территорию). Другой пример – модель соревнования двух 

фирм. Они обе могут хотеть заполучить первенство в создании какого-либо 

патентоспособного изобретения. В статье Fundenberg и Tirole 1983 года авторы 

используют модель, схожую с моделью типа войны на истощение, для 

описания теории выхода фирмы с рынка типа дуополии. Они строят 

динамическую модель, где фирма выходит на рынок, зная только значения 

своих собственных издержек. При этом она так же может строить предсказания 

относительно производственной функции (технологии) фирмы-конкурента. С 

увеличением  продолжительности их нахождения на рынке, каждая фирма 
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получает информацию о том, что до момента времени   ее конкурент не 

прекращает свою деятельность. Поэтому они становятся более 

пессимистичными относительно предсказанных величин издержек, и, 

следовательно, относительно силы конкурента. В этой статье исследователи 

рассматривают возможные для модели равновесные стратегии и приходят к 

выводу, что пока обе фирмы имеют положительную вероятность получения 

прибыли, равновесие единственно. Другой интересный случай использования 

модели типа войны на истощение возникает при предположении о том, что ни 

одна из сторон конфликта не сможет получить награду, пока они не достигнут 

соглашения между собой. Подобная ситуация рассмотрена в статьях Barry 

Nalebuff 1982 года и Osborne 1985 года.  Далее мы более подробно остановимся 

на модели ядерного противостояния двух стран (Barry Nalebuff, (1986)). 

Barry Nalebuff рассматривает широко известный пример ядерного 

конфликта между США и Советским Союзом. Оборона каждой из стран в 

большой степени зависит от возможности каким-либо способом устрашить 

другую сторону, заставить поверить в то, что страна-агрессор имеет 

возможность и готова нанести значительный ущерб сопернику. 

Соответственно, в модели возникают определенные выгоды от использования 

подобной политики. В случае успеха этот подход к решению конфликта 

подразумевает полное исключение затрат, являющихся следствием обычной 

войны (людских потерь и вынужденных затрат ресурсов для устранения 

неизбежных разрушений). А самым эффективным способом устрашения 

соперника является создание риска максимальных потерь для него, возможных 

только при применении ядерного оружия. Однако, если ситуация выйдет из-под 

контроля и придется воплотить угрозы в жизнь, это приведет к потерям для 

обеих сторон. Причем размер этих потерь, как для страны-победителя, так и для 

проигравшей стороны, будет больше, чем в случае, когда какая-либо из стран 

соглашается пойти на уступки (сдаться). Сложности в регулировании ядерного 

конфликта также возникают из-за того, что действительное распределение сил, 

как и степень риска, что у соперника «сдадут нервы», неизвестны. 

В своей статье 1986 года Barry Nalebuff ставит в качестве цели 

установление способа уменьшить вероятность эскалации ядерной войны без 

уменьшения выгод от возможности использования политики устрашения. Он 

рассматривает особую модель балансирования на грани войны, где некоторые 
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факторы не зависят от действий игроков. Главный результат, полученный Barry 

Nalebuff (1986) заключается в том, что риск непреднамеренного начала войны 

не зависит от таких факторов, как изменение военного позиционирования, 

технологий или других действий правительства, за исключением признания 

поражения с последующим соглашением пойти на уступки. Последнее всегда 

подразумевает убытки для проигравшей стороны, а также лишает ее 

возможности с некоторой вероятностью стать победителем и получить 

полагающийся ей выигрыш. Тот факт, что опасность непреднамеренной 

эскалации конфликта не может быть уменьшена простым изменением его 

правил, является достаточно сильным утверждением, пессимистичным для 

обеих сторон конфликта. Оно означает, что страны практически бессильны в 

том, чтобы уменьшить каким-либо образом вероятность самого худшего для 

них исхода. (В подтверждение этого заключения Barry Nalebuff в статье 1986 

года ссылается на более ранние труды Ellsberg (1960) и Russett (1963), модель 

которых базируется на статистических вычислениях).  

Как уже упоминалось ранее, возможность применения политики 

устрашения предполагает, что игрок верит в то, что в случае отсутствия войны 

он получит больший ожидаемый выигрыш, если он будет придерживаться 

жесткой политики, чем, если он капитулирует. Этот подход, основанный на 

издержках, выигрышах и вероятностях получить первую или вторую из 

перечисленных величин, является фундаментальным при построении 

теоретико-игровых моделей. Так как рассматриваемая модель имеет 

динамическую структуру, Barry Nalebuff использует концепт вероятности 

непреднамеренной войны, которая зависит от продолжительности конфликта. 

Если противостояние не заканчивается до какого-то конкретного момента 

времени  , то, соответственно, с увеличением этого параметра растет и 

вероятность цепочки событий, ведущей к плохому исходу. В итоге всё может 

закончиться тем, что одна из стран поступит нерационально и начнется 

настоящая война. Такой подход к описанию динамических конфликтов 

предоставляет исследователям новые возможности для включения рисков в их 

модели. Далее приведен пример по данной теме из статьи Barry Nalebuff (1986). 

Предположим, что США придерживается более агрессивной политики, 

чем Советский Союз. Можно заметить, что если Советский Союз так же решит 

выбрать более агрессивную политику, и она окажется успешной, это повлечет 
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увеличение его шансов одержать победу. Но в силу роста вероятности 

эскалации войны, для него это будет связано с определенными издержками. С 

другой стороны, если политика устрашения окажется неудачной, более 

агрессивные действия со стороны Советского Союза снова приведут к 

увеличению вероятности начала войны, что по-прежнему выражается в виде 

потерь для обеих сторон. 
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3. Модель 

С целью предоставления основ для рассматриваемой в дальнейшем более 

подробно модели, в этой части рассказывается о ее предшественнике, 

предложенном Barry Nalebuff и John Riley в работе 1984 года для описания 

асимметричного случая войны на истощение. Далее разбираются также 

определенные характеристики модели ядерного противостояния двух стран из 

статьи Barry Nalebuff (1986). И в последнюю очередь приводятся изображения 

равновесных стратегий для конкретных распределений: экспоненциального и 

равномерного, - а также упоминаются гипотезы для дальнейшего анализа. 

Определим   как класс функций, которые строго возрастают на всей своей 

области определения. Известно, что каждый элемент   из этого класса 

представляет собой непрерывно дифференцируемую на заданном отрезке       

функцию. Она может принимать значения из диапазона от нуля до единицы.   – 

параметр, значение которого определяет продолжительность соревнования.  

Если игрок капитулирует в момент времени  , то он получает выигрыш, равный 

 –   , а его соперник получает платеж (    ). Здесь    – это тип -го игрока (или 

величина его полезности от победы в нулевой момент времени, когда 

соревнование еще не началось). Функция        возрастает по своему 

аргументу. Ее авторы вводят для определения момента времени, в который 

сдается игрок с типом    (то есть, это стратегия -го игрока). Соответственно, 

обратная функция         
      характеризует этот тип. 

Ожидаемая полезность игрока, который сдается в момент времени  , 

может быть вычислена по следующей формуле:    

                (     )  ∫ (     )   (  (  ))
 

 

 
(

(1) 

Дифференцируя функцию          по s и приравнивая полученное для 

дифференциала выражение к нулю, получаем равновесные стратегии игроков. 

Barry Nalebuff и John Riley доказывают в своей работе 1984 года, что если 

    
    , то      и     

    . Они также приводят иллюстрации 

возможных равновесий для особых типов распределений, включая равномерное 

распределение на отрезке      . Эти картинки можно найти на страницах 522 и 
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523 в их статье, полное название которой, а также ссылка на нее приведены в 

библиографии.  

В работе Barry Nalebuff (1986) рассматривается модель ядерного 

противостояния двух стран. Для ее описания нам необходимо определить 

несколько функций и констант, характеризующих, в конечном счете, типы 

игроков. Введем константу  , обозначающую платеж одного из игроков. 

Страна, к которой относится это  , теряет соответствующую величину, если 

она выбирает стратегию «сдаться». Причем, необходимым условием является 

то, что до момента времени, в который было принято такое решение, война еще 

не началась. В этом случае страна-противник получает платеж, равный  . Если 

в нулевой момент времени ни одна из стран не идет на уступки, то начинается 

конфликт и, соответственно, появляется вероятность ненамеренной эскалации 

ядерной войны. Издержки от войны будем обозначать как  . В случае выхода 

ситуации из-под контроля, обе страны неизбежно теряют эту величину, причем 

ее значения для них могут быть разными. Переменная   служит для 

определения степени развития конфликта. Если она достигает значения  ̂ (в 

описываемой далее модели  ̂ принимаем равным нулю), вероятность того, что 

война начнется до момента времени  , задается функцией     . При этом 

известно, что в своих крайних точках эта функция может быть равна нулю или 

единице:              .       определяет вероятность, что страна с 

номером   сдается до наступления времени  . 

Информация о наборе значений выигрышей и издержек противника 

           является конфиденциальной информацией, известной только 

противнику. Все три величины могут принимать исключительно 

неотрицательные значения                 . Причем, свои предсказания 

относительно возможностей соперника с развитием конфликта страны могут 

менять. 

 Ожидаемая полезность от использования игроком стратегии   

вычисляется по формуле, приведенной ниже: 

         (   (      )        ) (       )

 ∫ (  (      )        )  
      

 

 

 

(

(2) 
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Стратегическую переменную в статье Nalebuff (1986) автор задает как 

отношение превышения выигрыша игрока над его потерями от того, что он 

сдается, к превышению этого выигрыша над издержками от войны.  

   
        

        
            

(

(3) 

Этот показатель означает, что игрок с большим значением    имеет 

меньше стимулов для того, чтобы сдаваться. 

С такими обозначениями можно заменить функцию       на          . 

Здесь предполагается, что вероятность сдаться до момента времени  , 

характерная для страны с номером  , эквивалента вероятности того, что тип 

этой страны равен   . Причем значение такого параметра должно быть 

обязательно нестрого меньше, чем      . (Настоящий тип    удовлетворяет 

неравенству         , где       – тип, который сдается в момент времени  ).  

Перепишем функцию ожидаемой полезности в новых обозначениях, и 

отбросим константу, не влияющую на вычисление равновесных стратегий. 

Получим следующее выражение: 

                         [    (     )]

 ∫ (      )    
 (     )    

      
 

 

 

(

(4) 

 Оптимальные стратегии для стран могут быть вычислены путем 

дифференцирования функции ожидаемой полезности из выражения (4) по 

параметру  , с последующим приравниванием полученного дифференциала к 

нулю.  

Далее можно заметить, что делением двух выражений для условий первого 

порядка друг на друга можно исключить функцию вероятности ненамеренной 

эскалации ядерной войны из дальнейших расчетов. Это дает Barry Nalebuff 

основания полагать, что равновесный уровень затрат не зависит от 

функциональной формы     .  

Условия первого порядка имеют вид, описанный формулой (5): 

     

      
 

        
 (     )    

    

(       )  (    (     ))
 

(5) 
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Дальнейшие вычисления осуществляются в следующей  

последовательности: нужно переписать уравнение, приведенное выше, для двух 

игроков; затем, выполнить деление друг на друга полученных равенств;  и в 

итоге, будет получено выражение (7). Из него путем простых алгебраических 

вычислений можно вывести зависимость        (рассматриваются случаи 

только экспоненциального и равномерного распределений). 

 (  
     )     

 ∫
   

 (  
    )  

     

     (    (  
    ))

  
  
     

 

(

(6) 

   
(       )    

 (     )    
    

    (     )
     

(       )    
 (     )    

    

    (     )
 

(

(7) 

Дальнейшая задача заключается в вычислении и визуализации 

равновесных стратегий для соперников. Прежде всего, проделаем это для 

равномерного распределения обоих типов игроков на отрезке от нуля до 

единицы. 

В таком случае эти равновесные стратегии могут быть вычислены как:  

                             (8) 

Для         или         формула выше требует особого внимания, так 

как при расчетах появлялись функции, которые не определены в нуле. Помимо 

этого, начальные условия налагают определенные ограничения на допустимые 

значения константы  . Они возникают из-за того, что изначально       могут 

быть равными только числам из отрезка от 0 до 1. 

Теперь мы можем вычислить зависимость стратегии игрока от его типа. 

Имея формулу для определения       через      , ее можно подставить в 

изначальное условие первого порядка для функции ожидаемой полезности в 

рассматриваемой модели и получить явное выражение      . 

        (       )    
    

       
 

     

      
 

   

         (        ( 
 

 
   

 )) 

 

 

(9) 

Так как из условия известно, что        (если оба игрока не имеют 

нулевой тип одновременно), а также что D(0) = 0, можно однозначно 

определить значение константы   : 
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 (    )                 ( 
 

 
   ) 

   

 

 

(10) 

                   (     ( 
 

 
   

 )) 

Здесь        – это функция, обратная к функции вероятности войны. Из 

формулы (10) следует, что при использовании такого правила вычисления       

и при значении     невозможно возникновение ситуации, когда стратегией 

ненулевого типа игрока будет выбор      , равного нулю. Случай, когда    , 

в данной формуле невозможен, так как это бы приводило к нарушению условий 

из уравнения (8). Параметр    был бы обязан  принимать значение, равное 

нулю, что невозможно из-за промежуточных вычислений. (В них появлялась 

функция     , которая не определена в нуле).  

Другой рассматриваемый случай относится к экспоненциальному 

распределению. Равновесные стратегии игроков тогда могут быть рассчитаны 

по следующей формуле: 

                               (11) 

Значения константы k определяются в соответствии с правилами, 

указанными ранее для случая равномерного распределения. 

 Вернемся к условию первого порядка из уравнения (7) и рассмотрим 

более подробно крайние значения. При предположении о том, что тип, 

например, первого игрока при фиксированном значении параметра   

оказывается равным нулю, можно сделать вывод, что либо значение типа 

второго игрока оказывается равным единице, либо значению производной для 

второго игрока разрешается принимать бесконечные значения. Последнее 

означает, что производная обратной функции для      , то есть для      , 

должна быть нулевой. Тогда при нулевом типе первого игрока любому типу его 

соперника должно соответствовать одно конкретное  , кроме       и      

(так как это крайняя точка, производная в которой не определена). Получаем, 

что при таких распределениях, для которых в условии первого порядка 

множитель        не сокращается, и не возникает неопределенностей другого 

вида (например, ноль умножить на бесконечность), типу другого игрока с 

номером   разрешается принимать значение, равное единице. Тогда его 

стратегией будет выбор какого-либо времени (       ). 
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 Теперь приведем более формальное доказательство. Предположим, что 

тип первого игрока     . Подставим это значение в формулу ожидаемой 

полезности (4). Получим следующее равенство: 

                  [    (     )]

 ∫ (      )    
 (     )    

      
 

 

 

   

         (      )  (    (     ))    

   

             

Пусть     . Тогда 

 [          ]  ∫ (      )    
 (     )    

      
 

 

 

(12) 

Подынтегральное выражение по условию принимает неотрицательные 

значения, а это означает, что его максимум независимо от типа игрока с 

номером   достигается при    . Получили, что в крайних точках равновесием 

будет являться пара              (  )   .  

Ниже представлены графики равновесных стратегий игроков в модели 

ядерного противостояния двух стран. Они построены на примерах 

равномерного и экспоненциального распределений, причем на рисунках 

изображены не все равновесные стратегии (нет случаев, где      или     ). 

(Показана зависимость типа второго игрока от типа первого для конкретных 

значений констант). 
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Рисунок 1. Равновесные стратегии для случая равномерного 

распределения. 

 

Рисунок 2. Равновесные стратегии для случая экспоненциального 

распределения. 

В конечном счете, на рисунках можно увидеть, что в рассматриваемой 

модели ядерного противостояния существует континуум равновесий.  
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Нет способа предотвратить эскалацию конфликта, изменяя только правила 

игры, в которую играют страны. Причиной этому выступает вероятность 

иррационального поведения. Согласно Barry Nalebuff (1986), единственным 

способом предоставления гарантированно более безопасной и выгодной для 

обоих участников ситуации является изменение их стимулов. 

Для будущих исследований остается следующий вопрос: при каких 

дополнительных условиях возможно исключение наихудших равновесий (с 

точки зрения вероятности войны) или минимизация вероятности их реализации. 

Гипотеза Barry Nalebuff заключается в том, что для этого достаточно разрешить 

игрокам получать более полную информацию о сопернике. Но, насколько это 

можно будет обеспечить в реальной жизни, так же остается под вопросом.  

Рассмотрим теперь вероятность мира в модели ядерного противостояния 

двух стран. Но сначала перепишем исходную задачу в других обозначениях. 

Далее   (     ) –вероятность того, что игрок с типом меньше, чем      , сдался 

до момента времени  .      – вероятность того, что война началась до момента 

времени  ,       – тип игрока, стратегией которого является вариант «сдаться» в 

момент времени  .       , соответственно – ожидаемая полезность игрока с 

номером  . Тогда параметры                  вычисляются по следующим 

формулам: 

      
    

      
            

             

         
 

(13) 

Если типы первого и второго игрока имеют одинаковое распределение,  

вероятность мира (PP) выражается по формуле: 

   ∫  
 ∫   (     ) 

     
       

  
 

 

 

 

 [(   (     ))   (     )         (   (     ))

  (     )        ]    

(14) 

В этой формуле вероятность начала войны в зависимости от типа игрока 

определяется как  (    )     
 ∫       

 

   
  

 

  (Вывод этого выражения 
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приведен в статье Barry Nalebuff (1986)). Для вычисления PP необходима 

вероятность того, что война не началась до момента времени t, то есть [  

 (    )]. Слагаемые (   (     ))             характеризуют вероятность 

того, что игрок с типом    сдается в момент времени t, при условии, что его 

соперник с типом    еще не сдался. Таким образом, чтобы определить PP, мы 

перебираем все возможные варианты, когда один из игроков успевает выйти из 

противостояния до начала войны. 

В равновесии       
 

   
          . 

   ∫ 
 ∫
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Рассмотрим случай с равномерным распределением: 
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Рисунок 3. Зависимость от C значений вероятности мира при равномерном 

распределении. 

На рисунке 3 видно, что значение вероятности мира уменьшается с ростом 

значений константы  . В случае симметричного равновесия (при    ) оно 

минимально.  

 

Рисунок 4. Зависимость от k значений вероятности мира при 

экспоненциальном распределении. 
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На рисунке 4 видно, что значение вероятности мира увеличивается с 

ростом значений константы  . В случае симметричного равновесия (при    ) 

оно минимально.  

Приходим к выводу, что асимметричные равновесия в большей степени 

выгодны для игроков, чем симметричные, в смысле вероятности мира. (Для 

равномерного и экспоненциального распределений) 
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4. Примеры 

4.1. Пример из статьи «Intensity of territorial defense in red squirrels» 

В этой части рассматривается пример практической применимости модели 

для описания поведения животных в их среде обитания. Основное внимание 

обращено на статью «Intensity of territorial defense in red squirrels: an 

experimental test of the asymmetric war of attrition» (1990) авторов K. Price, St. 

Boutin и R. Ydenberg. В ней рассказывается об эксперименте, характеризующем 

типы поведения рыжих белок, которые вынуждены в некотором смысле 

защищать свою территорию, отпугивая от нее врагов. 

Сначала приведем базовое описание эксперимента. Для исследования 

ученые выбрали в достаточно изолированном участке леса подопытную группу 

рыжих белок. Далее были определены типичные реакции представителей этой 

группы на внешние раздражители. Каждая из белок могла издавать крики, 

носящие либо нейтральный характер, либо агрессивный. Последний тип 

логично для простоты разделить на два: явно выраженная агрессия и 

предупреждение. (В действительности степень агрессии изменяется 

непрерывно в зависимости от громкости звука, издаваемого белками, но для 

описания результатов эксперимента Karen Price и других достаточно трех 

указанных выше категорий.) Подопытная группа так же была разделена на 

категории: белки, у которых потомство появляется раньше остальных и белки 

без потомства. Помимо этого, нужно отличать белок, которые живут 

достаточно далеко от выделенной части леса. Это необходимо, так как для 

целей эксперимента важно знать, что они не могли общаться ранее с данной 

группой. В течение определенного промежутка времени подопытной группе 

давали слушать записи с криками различных белок («соседей» и 

«незнакомцев»), и фиксировали реакцию ее представителей. Через некоторое 

время, этот эксперимент был проведен еще раз с той же группой. 

Теперь перейдем к вопросу о том, в чем в этом эксперименте присутствует 

сходство с моделью типа борьбы на истощение. Стратегия каждой белки – 

выбрать, с какой громкостью она будет кричать, чтобы отпугнуть чужака от 

своей территории. Ситуацию, когда, в конечном счете, белка оставляет свое 

дерево и бежит навстречу сопернику, будем понимать как способ повышения 
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громкости. Однако в этом случае есть риск, что пока дерево свободно, 

территорией завладеет кто-то другой. Кроме того, на земле белка подвергается 

значительному риску встретить хищника и быть убитой. (Этот аспект имеет 

схожую природу с вероятностью начала войны из модели Barry Nalebuff 

(1986).) Стратегия выбора степени громкости крика эквивалентна в модели 

войны на истощение выбору продолжительности соревнования. Если белка 

кричит недостаточно громко, то соперник может решить, что способен 

завладеть этой территорией или ее наиболее удаленной от владельца частью. 

Помимо этого, более активная реакция предполагает дополнительные затраты 

сил для белки. Поэтому можно приблизительно оценить ее тип. Кричать 

слишком тихо – рискованно, так как можно потерять часть или всю свою 

территорию. А кричать слишком сильно белка не сможет из-за физических 

ограничений, специфичных для каждой белки в отдельности. Эти ограничения 

могут зависеть от ненаблюдаемых факторов, таких как, например, степень 

усталости. А также они могут зависеть от наличия определенных стимулов, 

увеличивающих ценность территории, например, от наличия потомства. 

Исследователи проверяли следующие четыре гипотезы:  

1) все рыжие белки будут интенсивнее реагировать на незнакомые голоса, 

чем на голоса «соседей»;  

2) белки, у которых есть потомство, будут реагировать более агрессивно на 

записи с незнакомыми криками;  

3) белки, у которых раньше остальных появляется потомство, будут 

издавать более громкие звуки по сравнению с другими;  

4) на голоса знакомых белок все будут реагировать похожим образом.  

В ходе эксперимента ученым удалось подтвердить все четыре гипотезы, 

перечисленные выше. Помимо этого было установлено, что при повторном 

включении записей после истечения достаточно большого промежутка 

времени, белки перестают реагировать на них как на источник опасности. 

Возможно, это может быть связано с тем, что такие голоса уже являются 

узнаваемыми для белок и, так как в прошлый раз они не подразумевали 

никакой угрозы для их территории, в этот раз белки уже считают невыгодным 

тратить на них свои силы. С точки зрения теории игр, это может означать, что в 

моделях типа войны на истощение при повторяющихся столкновениях с одним 

и тем же соперником, игрок запоминает предысторию. Если ранее он был готов 
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сражаться дольше своего соперника, то он наблюдал, в какой момент времени 

последний принимает решение «сдаться». Теперь он корректирует свои 

ожидания относительно типа другого игрока. В таком случае при 

предположении о том, что стратегия конкурента с прошлого раза остается 

неизменной, однозначно определяется тип, соответствующий этой стратегии. 

Причем его значениям разрешается допускать незначительные отклонения в 

большую или меньшую сторону. Возможно, затем это отклонение каким-то 

образом корректируется в соответствии с изначальным распределением типов. 

Например, можно ввести субъективную оценку вероятности   того, что тип, 

соответствующий сыгранной стратегии отклоняется от реального не более чем 

на величину    влево и    вправо. Тогда все значения вероятностей, не 

попадающие в этот промежуток для изначальной плотности вероятности, 

нормируются так, чтобы в сумме быть равными      . Аналогично со 

значениями, принадлежащими отрезку   ̂    ,  ̂    ]. Эта гипотеза требует 

дальнейшей проверки.  

4.2. Пример из статьи «Evolutionary dynamics of biological auctions». 

В этом разделе рассматриваются некоторые вариации классической 

модели войны на истощение, а также примеры применения некоторых из них 

для описания ситуаций из жизни. 

Изначально модель войны на истощение описывалась как близкая к 

моделям из теории аукционов. Победитель проигрывает вторую по величине 

ставку, и его полезность фактически становится равной разности между этой 

величиной и его ценностью непосредственно от выигрыша. В статье 

«Evolutionary dynamics of biological auctions» авторов Kr. Chatterjee, J. G. Reiter 

и M. A. Nowak (2011) приведено исследование биологических аукционов 

второй цены, являющихся расширением классической модели типа войны на 

истощение. Целью в этой работе является определение эволюционно 

устойчивых распределений в непрерывном пространстве стратегий.  

 Для задания модели нужны следующие предположения: для участия в 

аукционе из выбранной популяции животных какого-либо вида (описываемой 

равномерным распределением вероятностей) случайным образом выбираются 

игроки. Например, победитель может быть выбран в соответствии с 
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равномерным распределением из всех соперников с одинаковой, самой высокой 

из всех, ставкой. 

 Kr. Chatterjee и другие проводят вычисления для     игроков. Для 

случая, в котором только два игрока эту модель можно описать следующей 

матрицей выигрышей: 

 Игрок 1 Игрок 2 

               

       

 
    

 

 
    

               

   

   – стратегия игрока с номером   в конкретном поколении. Эта величина 

может принимать значения из диапазона        

     – значение «пригодности» (в оригинале – fitness value) 

  – величина выигрыша победителя (в терминах аукциона – игрока с 

самой высокой ставкой) 

Игра длится несколько периодов, причем вероятность того, что игрок   в 

следующем поколении решит сыграть стратегию   , пропорциональна величине 

   в прошлом поколении. 

В результате, была построена эволюционная динамика стратегий игроков 

для конечного размера выборки. На изображениях явно видно, что при 

увеличении количества игроков, средний уровень ставки победителя снижается  

(см. SAPA, Рисунок 5). Отсюда можно прийти к гипотезе о снижении (или 

повышении) вероятности войны в рассматриваемой ранее модели ядерного 

противостояния двух стран при повышении числа конфликтующих сторон. 

4.3. Пример из статьи “Time-dependent animal conflicts: The asymmetric 

case”. 

В другой статье авторов O. Yaniv и U. Motro (2004) с названием “Time-

dependent animal conflicts: The asymmetric case” описывается интересная 

разновидность ситуаций, относящихся к моделям типа борьбы на истощение. 

Допустим, есть колония животных, один представитель которой находится в 

опасности и нуждается в помощи другого животного из той же колонии. С 
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течением времени повышается вероятность того, что первый может умереть. 

Ученые в этой работе вычисляют стратегии, обладающие эволюционной 

устойчивостью, и приходят к выводу, что возможны только два варианта: 1) 

когда помощь оказывается незамедлительно, 2) когда помощь не оказывается в 

принципе. Представленные результаты можно попробовать адаптировать для 

модели военного противостояния двух стран. Предположительно на начальных 

этапах конфликта можно определить союзников страны (либо другая страна 

сразу же принимает сторону одного из соперников, либо она не принимает 

участия в конфликте совсем). 
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5. Заключение 

Модель войны на истощение или ее модификации применимы для 

описания ситуаций из различных областей, включая биологию, экономику 

(теорию выхода фирмы с рынка типа дуополии или конкуренцию между двумя 

фирмами за создание патентоспособного изобретения) и других сфер, которые 

имеют отношение к моделированию военных конфликтов. 

Существует множество исследовательских статей, написанных по теме 

моделей типа борьбы на истощение за последнее время, что характеризует 

актуальность этого направления. В этой работе приводится обзор некоторых из 

них, наиболее близких к рассматриваемой теме. Кроме того, здесь так же 

анализируются основные характеристики равновесных стратегий, в частности, 

асимметричных. В результате работы было представлено формальное 

доказательство того, что с точки зрения вероятности войны асимметричные 

стратегии выгоднее симметричных, причем, чем сильнее выражена асимметрия, 

тем большие значения принимает функция вероятности мира.  

    Результаты, полученные в  этой работе, могут оказаться полезными для 

людей, заинтересованных в теоретико-игровых моделях типа войны на 

истощение. Они смогут получить базовое представление о некоторых свойствах 

асимметричных равновесий в модели ядерного противостояния двух стран, 

представленной в статье Barry Nalebuff (1986): в работе присутствуют 

изображения равновесных стратегий для определенных распределений, а также 

присутствует вывод формулы для расчета вероятности мира в модели.  Помимо 

этого, представленный обзор литературы поможет получить базовое 

представление о сферах, где применимы подобные модели.  

Предметом для будущих исследований может послужить создание 

расширений моделей типа войны на истощение для каких-либо специфических 

областей, в которых предполагается противостояние между двумя агентами. 

Так же исследователи могут сфокусироваться на проблематике сбора 

статистических данных, которые смогут подтвердить или опровергнуть 

практическую применимость конкретных модификаций моделей типа войны на 

истощение. К другому возможному направлению можно отнести изучение 

психологических факторов, с целью получения более широкого представления 

стимулов, влияющих на поведение игроков в различных ситуациях. Эти 
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факторы могут зависеть, например, от продолжительности конфликта и 

конкретных типов противников. Помимо этого, создание методов, 

позволяющих определить настоящие значения выигрышей и затрат, например, 

для стран или животных, так же остается открытым вопросом. 
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Приложения 

1.  

Рисунок 5. Зависимость средней величины максимальной ставки от 

количества игроков.  

 

2. Вычисление вероятности мира. 
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Теперь делаем замену переменных  
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При равномерном распределении  
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3. Примеры кода Matlab для построения графиков. 

function graph 

k(1)=-0.5; k(2) = 0; k(3) = 0.5; 

y1 = 0:0.002:1; 

y2=zeros(1,length(y1));  

xlim([0, 1]);  ylim([0, 1]); 

for i=1:length(y1) 

    y2(i)=y1(i)*exp(k(2)); 

    hold on; 

    plot(y1(i),y2(i),'.');  

    y2(i)=y1(i)*exp(k(1)); 

    plot(y1(i),y2(i),'.');  

    y2(i)=y1(i)*exp(k(3)); 

    plot(y1(i),y2(i),'.');  

    xlim([0, 1]); 

    ylim([0, 1]); 

    pause(0.0005); 

end; 

xlabel('The coordinate of Y1');  

ylabel('The coordinate of Y2');   

end 
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x=0:0.001:0.999; 

c=0:0.01:0.99; 

pp1 = zeros(100,1); 

for j = 1:100 

for i = 1: 1000 

pp=(1-x(i))^(c(j)/(1-c(j)))*(1-c(j)*x(i))^(-1/(1-c(j)))*(1-2*c(j)*x(i)+c(j)); 

pp1(j)=pp1(j)+pp*0.001; 

pp=0; 

end; 

end; 

plot(c, pp1); 

hold on; 

plot(1, 0.8073, '*'); 


